Strukturelle Induktion {iber den Aufbau regularer
Ausdriicke

> ein Alphabet. Betrachte reguldre Ausdriicke iiber X.
Eine Eigenschaft regulirer Ausdriicke P ist eine Menge regularer
Ausdriicke.

Theorem
Falls
>» 0, ecP,
» ac P firalleac X,
> r+s,rs, r* € P firr,seP
dann enthalt ‘P alle regularen Ausdriicke liber ¥.
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Einige algebraische Gesetze

Theorem
Es seien A, B, C C ¥*.

1.

IS T o

A(BC) = (AB)C
eA=Ac=A
(A*)* = A*
A(BUC)=ABUAC
(AuB)C=ACUBC
At U {e} = A*
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Reguldre Ausdriicke in UNIX

v

| statt +
a* statt a*
a+ statt a*

. ein Zeichen

v

v

v

v

~ Anfang einer Zeile
» $ Ende einer Zeile

» Viele Erweiterungen!

Beispiele:
(01 (11)*] (10(11(00)*)*01))*(0[11](10(1]00)*01))*
sed s/\C.*x\),\(.*\)/\2,\1/’
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Regulédre Sprachen

Definition

Eine Sprache L C Y* ist reguldr, falls es einen reguldren Ausdruck
r iber X gibt mit L = L(r).

Die Klasse der reguldren Sprachen besteht aus allen reguldren
Sprachen iiber allen Alphabeten.

Fragen:

Wieviele regulare Sprachen gibt es iiber einem festen Alphabet?
Wieviele Sprachen gibt es insgesamt {iber einem festen Alphabet?
Antwort:

Es gibt nur abzihlbar viele reguldre Sprachen, da es nur abzihlbar
viele reguldre Ausdriicke gibt.

Es gibt aber iiberabzihlbar viele Sprachen bei festem Alphabet.
Die ,,meisten” Sprachen sind also nicht regular.



AbschluBeigenschafter reguldrer Sprachen

Theorem
Falls A und B reguldre Sprachen sind, dann auch

1. AUB

AB

A*

AT

h(A) falls AC ¥* und h: ¥* — I'* ein Homomorphismus

AR A

Was ist mit AN B?
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Beweis.
ra und rg seien reguldre Ausdriicke fiir A und B.

1. rargist r. A. fiir AB

2. ra+rgistr. A fiir AUB
3.
4
5

rpist r. A, fiir A*

. rary ist r. A fir AT
. Strukturelle Induktion:

rAZ(Z)—H‘(rA):(Z)
ra=e—f(ra) =€
ra=a— f(ra) = h(a)
ra=nr — f(ra) = f(n)f(r)
rA:r1+r2—>f(rA):f( ) f(rg)
ra=r— f(ra) = f(n)*

vV vy v vV VY Y



Deterministische endliche Automaten

DFA: Modell fiir Spracherkennung
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Formale Definition eines DFAs

Definition
Ein deterministischer endlicher Automat (DFA) ist ein 5-Tupel
M= (Q,X%,d,qo, F) mit

» >, dem Eingabealphabet,

v

Q, der endlichen Menge der Zustande,

v

§: Q x ¥ — Q, der Ubergangsfunktion,

v

qo € @, dem Anfangszustand und
F C Q, der Menge der Endzustinde.

v



Beispiel

M= (Q,X,J, qo, F) wobei

> Q =1{qo0,q1,92}

» ¥ ={0,1}

» 0 Qx X — Q, (90,0) ~ qo, (qo,1) = q1,
(91,0) — g2, (q1,1) — qo,
(g2,0) = q1, (92,1) = @2

> F={qo}



Die Sprache eines DFA

Definition
Essei M = (Q, XL, 0, qo, F) ein DFA.

Erweitere §: QxZ—)QaufS: QXX = Q:

1. 5(q.€) =g
2. 6(q,wa) = 6(8(q,w),a) firac X, we x*

Definiere die Sprache von M, in Zeichen L(M) als

L(M) ={w e * | §(qo, w) € F}.
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Nein, denn 3(qo,010) ¢ F



Anschaulich: Welche Sprache wird akzeptiert?



Als reguldrer Ausdruck: Welche Sprache wird akzeptiert?
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M:(szvéyqlvF) mit Q:{CIL aqn}-

Konstruiere einen reguldren Ausdruck, der L(M) erzeugt.

Definiere L,’-‘j CYXfirl<i,j<n0<k<n

T Y{aex|6(gha)=qlufe fallsi=]

/0 {{aezlé(qi,a)ij} falls i # J,
Lf 1= L U LM (L ) L fiir k> 0
Spatere Behauptung:

Lmy = J L

q€F



DFAs erkennen reguldre Sprachen

Theorem
M ein DFA = L(M) regular

Beweis
Idee: w € L,’fj genau dann wenn
1. S(q,-, W) = qj

2. 8(giu) =qmmit m< kfiralle uCw, use, ustw
(u C v gdw. ux = v fiir ein x)

Anschaulich:
1. w bringt M von g; nach g;.
2. Dazwischen durchlauft M nur Zustiande aus {qi,. .., qx}.

IAACHEN
UNIVERSITY



Beweis.

0. {aeX|d(qi,a) =q;} falls i # j,
P {aex|d(gha)=qitufe} fallsi=],
k. k-1 k—1(k—1\* k=1 ¢
Lij = LI.J. U Ly (ka ) ij fir k>0
1. k=1 : 1. k-1 1..k=1 : 1. k-1
Korrektheit: Induktion tber k.

Es ist leicht reguldre Ausdriicke fiir Lf-j- zu finden.

Regularer Ausdruck fiir L(M) = U LY. O
q,€F



Der Komplementarautomat

Theorem
Essei M = (Q, X, 9, qo, F) ein DFA.
Dann ist ©* — L(M) regular.

>* — L ist das Komplement von L.

Beweis.
M = (Q,X%,0,q0, @ — F).
Es gilt L(M') = £* — L(M):

8(qo, w) € F < 8(qo,w) ¢ Q — F
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