Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 79, Seite 24 im Skript)
Regulire Sprachen
Minimale DFAs und der Satz von Myhill-Nerode

Die Myhill-Nerode—Relation =,

Definition
Essei L C >*.

Definiere =; C ¥* X ¥* vermoge
u=;, v < uw € L & vw € L fir alle w € X%,

Der Index einer Aquivalenzrelation ist die Anzahl ihrer

Aquivalenzklassen.

Interessanter Fall: =; hat endlichen Index.

RWTH



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 80, Seite 24 im Skript)

Regulire Sprachen
Minimale DFAs und der Satz von Myhill-Nerode

Beispiel 1
Es sei L = 0*1*.
e 001 =, 0111

e 010 #, 0111, denn 010 ¢ L, 0111 € L.
@ 00 #, 00001, denn 000 € L, 000010 ¢ L.

Wieviele Aquivalenzklassen hat =;?

Drei:

Q 0*

Q 0*1t

© 0*170(0 + 1)*

RWTH



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 81, Seite 24 im Skript)
Regulire Sprachen
Minimale DFAs und der Satz von Myhill-Nerode

Beispiel 2

Was ist der Index von =, fiir diese Sprachen?

L={0,1}*
L ={aP | pist eine Primzahl }
L=

L={we{ab,c}"||w|ist Vielfaches von 7 }
L={3,3.,3.1,3.14,3.141,3.1415,3.14159, . . .}
L={a""|n>0}

L={a"b"|n>m>0}

L={a"b™||n—m| <5}

©00000O0COC

RWTH



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 82, Seite 24 im Skript)

Regulire Sprachen
Minimale DFAs und der Satz von Myhill-Nerode

L C Y* regular = =, hat endlichen Index.

Beweis.

© L reguldr und L = L(M) mit DFA M = (Q, X, J, qo, F).
@ Definiere u ~ v <= (qo, u) = 6(qo, v).

Q@ u~v=u=,v,dennuw € L < vw € L falls
5(q07 U) = 5(qO7 V)'
@ Also hat ~ mindestens so viele Aquivalenzklassen wie =;.

@ ~ hat aber endlichen Index.

RWTH



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 83, Seite 24 im Skript)

Regulire Sprachen
Minimale DFAs und der Satz von Myhill-Nerode

Lemma (B)
L CY* regulir <= =, hat endlichen Index.

Beweis.
@ L C 3¥* und Index von =, sei endlich.
@ Konstruiere M = (Q, X, 9, [¢]=,, F) mit

e Q={[wl=, | weT*)
0 0: Q@ xX— Q7([W]Eua)’_> [Wa]EL
o F={lwl, |weL)

© Q endlich, da Index von =; endlich.
© ¢ wohldefiniert, da [u]=z, = [v]z, = [va]z, = [va]z,
© L(M) =L, da d([d=,, w) = [wl=,.

RWTH



Formale Systeme, Automaten, Prozesse
Regulire Sprachen
Minimale DFAs und der Satz von Myhill-Nerode

Beispiel

(Folie 84, Seite 24 im Skript)

Es sei L = 0*1*.

=, hat die Aquivalenzklassen
o [E]EL =07,
Q [l]z, = 0*1" und
@ [10]z, = 0*170(0 + 1)*.

Der Myhill-Nerode—Automat:

RWTH



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 85, Seite 24 im Skript)

Regulire Sprachen
Minimale DFAs und der Satz von Myhill-Nerode

Der Satz von Myhill-Nerode

Theorem
© L C X* st genau dann regular, wenn =, endlichen Index hat.
© M ein DFA = ~ ist eine Verfeinerung von = ).

© Es gibt zu jeder reguliren Sprache L € * einen bis auf
Isomorphie eindeutigen DFA M = (Q, %, 6, qo, F) mit
L= L(M).

Beweis.
@ Folgt aus Lemma A und B.

© Beweis von Lemma A: u~v = u=; v.

© Da ~ eine Verfeinerung von =; ist, muB ~ = =, gelten,
wenn ihre Indexe gleich sind.




Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 86, Seite 25 im Skript)
Regulire Sprachen
Minimale DFAs und der Satz von Myhill-Nerode

Beispiel

Was sind die Aquivalenzklassen von ~7?

Natiirlich [€], [a]~, [b]~ und [ab]~...

Was sind die Aquivalenzklassen von =(m)’?

Es sind [e]~, [a]~ U [b]~ und [ab]~. WTH



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 87, Seite 25 im Skript)

Regulire Sprachen
Minimale DFAs und der Satz von Myhill-Nerode

b

a, b
a, b

~ ist Verfeinerung von =;.



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 88, Seite 25 im Skript)
Regulire Sprachen
Minimale DFAs und der Satz von Myhill-Nerode

Eindeutigkeit des minimalen DFA

o Jede Aquivalenzklasse von =, ist Vereinigung von
Aquivalenzklassen von ~.

o Jede Aquivalenzklasse von ~ ist eindeutig einem Zustand
zugeordnet.

@ Haben ~ und =; den gleichen Index, dann sind sie gleich.
RWTH



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 89, Seite 25 im Skript)

Regulire Sprachen
Minimale DFAs und der Satz von Myhill-Nerode

Es seien DFAs gegeben:
o M=(Q,X%,d,qo,F)
o M = (Q',Z,(S’,q(), F)
Eine Abbildung h: @ — Q' mit
Q h(g) e F/ < qeF
Q@ h(q0) = 90
Q h(5(q,a)) = d'(h(q), )

heiBt Homomorphismus von M nach M’.

Ist h bijektiv, dann ist es ein Isomorphismus.

RWTH



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 90, Seite 25 im Skript)

Regulire Sprachen
Minimale DFAs und der Satz von Myhill-Nerode

Es M =(Q,%,d,qo, F) ein DFA.

~ definiert vermége u ~ v <= (qo, u) = 6(qo, v).

Sei M' = (Q',%,d, [e]~, F') mit
o Q = X*/~ (Aquivalenzklassen von ~)
o ¢ ([w]~,a) — [wa]~
o F/F={[w].|weL(M)}

M und M’ sind isomorph.
h: qg— {weX*|(qgo,w)=q} ist ein Isomorphismus.
Folgerung: Alle minimalen Automaten sind isomorph:

@ M’ hangt nur von L und ~ ab.

o ~ ==, falls M minimal.
@ Also hangt M’ nurvon L ab (der Myhill-Nerode-DFA).pwarH



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 91, Seite 26 im Skript)

Regulire Sprachen
Minimale DFAs und der Satz von Myhill-Nerode

Frage:

Sind auch kleinste NFAs isomorph?

Gegenbeispiel! Beide akzeptieren (0 + 1)*0(0 + 1)*.

Die Eindeutigkeit des minimalen DFAs ist etwas besonderes!
RWTH



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 92, Seite 26 im Skript)

Regulire Sprachen
Minimale DFAs und der Satz von Myhill-Nerode

Andere Konsequenz des Satzes von Myhill-Nerode:

Die Anzahl der Zustiande des minimalen Automaten fiir L
ist der Index von =;.

Zwei wichtige Anwendungen:

@ Untere Schranken fiir die Anzahl der Zustande.
@ Beweis, daB eine Sprache nicht reguldr ist.

RWTH



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 93, Seite 26 im Skript)

Regulire Sprachen
Minimale DFAs und der Satz von Myhill-Nerode

Es sei L= (a+ b)*a(a+ b)" mit n € N.
NFA fiir L:

a,b

Es sind n 4 2 Zustande.

Wihle N = (a+ b)".

Behauptung: Falls u,v € N mit u # v, dann u %, v.

Beweis:

0.B.d.A. u = wau', v=wbv'. Dann ua" ¥l € L, var—It'l ¢ L.

Also hat =; mindestens |N| = 2" viele Aquivalenzklassen.
Jeder DFA der L akzeptiert, hat mindestens 2" Zustidnde.

RWTH



