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Textalgorithmen — Stringmatching

Eingabe: Zwei Strings v und w

Frage: Kommt v als Unterstring in w vor?

Genauer:
u,v € X* wobei X ein Alphabet ist.

Gibt es x,y € ¥*, so daB xvy = w gilt?
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Freie Monoide

Definition

Ein Alphabet ¥ ist eine nichtleere, endliche Menge von Symbolen.

Ein Monoid (M, e, o) ist eine Halbgruppe (M, o) mit einem neutralem Element e.

Ein Monoid (M, e, o) ist von ¥ C M frei erzeugt, wenn sich jedes w € M eindeutig als
w = aj o --- o a, darstellen |aBt, wobei a; € X.

Wir bezeichnen das von einem Alphabet ¥ frei erzeugte Monoid mit ¥*.
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Homomorphismen

Definition

Es seien (M, e1,0) und (M, e, ) zwei Monoide.

Eine Abbildung h: My — M, ist ein (Monoid-)Homomorphismus, falls
Q h(xoy)= h(x)- h(y) fir alle x,y € My
Q h(e) = e

Ein bijektiver Homomorphismus ist ein Isomorphismus.
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Freie Monoide

Ist ein Monoid (M, e, o) von einer Basis B C M frei erzeugt, dann ist ein
Homomorphismus auf M durch seine Bilder auf B bereits eindeutig bestimmt.




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 449, Seite 83 im Skript)
Textalgorithmen

Stringmatching

Freie Monoide

Ist ein Monoid (M, e, o) von einer Basis B C M frei erzeugt, dann ist ein
Homomorphismus auf M durch seine Bilder auf B bereits eindeutig bestimmt.

Beweis.

Es sei h: M — X ein Homomorphismus.
Dann ist h(w) = h(ajo...0a,) = h(a1) - ... h(ap). O
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Ein von einem Alphabet ¥ frei erzeugtes Monoid ist bis auf Isomorphismus eindeutig
bestimmt.
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Ein von einem Alphabet ¥ frei erzeugtes Monoid ist bis auf Isomorphismus eindeutig
bestimmt.

Beweis.
Es seien (M, e1,0) und (M, ez, -) von X frei erzeugte Monoide.

Es sei h: My — M, ein Homomorphismus, den wir vermoge h(a) = a fir a € ©
festlegen.

Behauptung: h ist ein Isomorphismus.
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Ein von einem Alphabet ¥ frei erzeugtes Monoid ist bis auf Isomorphismus eindeutig
bestimmt.

Beweis.
Es seien (M, e1,0) und (M, ez, -) von X frei erzeugte Monoide.

Es sei h: My — M, ein Homomorphismus, den wir vermoge h(a) = a fir a € ©
festlegen.

Behauptung: h ist ein Isomorphismus.

Wir miissen beweisen, daB h injektiv und surjektiv ist.
QuUFAv=ur... U F V1. V= h(u1)...h(up) # h(v1)...h(vm) = h(u) # h(v)
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Ein von einem Alphabet ¥ frei erzeugtes Monoid ist bis auf Isomorphismus eindeutig
bestimmt.

Beweis.
Es seien (M, e1,0) und (M, ez, -) von X frei erzeugte Monoide.

Es sei h: My — M, ein Homomorphismus, den wir vermoge h(a) = a fir a € ©
festlegen.

Behauptung: h ist ein Isomorphismus.

Wir miissen beweisen, daB h injektiv und surjektiv ist.
QuFv=u...UpF vi...Vm= h(u1)...h(up) # h(va)...h(vm) = h(u) # h(v)
QuUuFVvEuU .. UpF V... Vm <= h(ur). .. h(up) # h(va) ... h(vm) < h(u) # h(v)
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Stringmatching

Sei X ein Alphabet.
Qu=2a1..a, € " mitg, € X
Qv=>b...bpeX*mith eXL

Frage: Kommt v in u vor?

Genauer: Gibt es ein j, so daB b; = ajy; fiiralle 1 <7 < m?
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Stringmatching

Sei X ein Alphabet.
Qu=2a1..a, € " mitg, € X
Qv=>b...bpeX*mith eXL

Frage: Kommt v in u vor?

Genauer: Gibt es ein j, so daB b; = ajy; fiiralle 1 <7 < m?

Direkter Algorithmus: Probiere alle j.

alb|r|alclald|alb|r|a

Fenster der Lange m gleitet iiber u.

Laufzeit ©(n - m) RWTH
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Wie kann der naive Algorithmus verbessert werden?

(Folie 452, Seite 83 im Skript)
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@ Von hinten vergleichen

@ Fenster moglichst weit verschieben

© v vor der Suche analysieren und Hilfstabellen erstellen
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ald|a
alblrlalclald|alb]|r|a

Verschiebe Fenster um d(x), wenn x der erste Mismatch von hinten ist.

Wie berechnen wir §(x)? RWTH



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 454, Seite 83 im Skript)
Textalgorithmen

Stringmatching

Algorithmus von Boyer und Moore (vereinfacht)

Algorithmus

function Boyer — Moorel(u, v) integer :

= (v = v
repeat
if ufi] = v[j]
theni=i—1; ji=j—-1
else
ifjv| —j+ 1 > delta(ufi]) then i:=i+|v|—j+1
else i := i + delta(uli]) fi;
J= vl
fi
until j < 1 or i > |ul;
return i+ 1
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Algorithmus von Boyer und Moore

Diese einfache Variante hat Worst-Case-Laufzeit O(|u| - |v|).
Praktisch ist sie aber sehr bewahrt und zeigt oft die Laufzeit O(|u|/|v]).
Durch eine Modifikation 148t sich die Worst-Case-Laufzeit O(|u| + |v|) erzielen.

In der Praxis lohnt sich das allerdings nicht.
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Algorithmus von Rabin und Karp

alb|r|alclald|al|b|r|a

Gegeben v und v mit |v| = m.
Waihle eine geeignete Hashfunktion &* — N.

@ Berechne h(v) und h(uli...i+m—1]) firi=1,...,|ul—m+1
@ Vergleiche v mit u[i...i+ m — 1] falls Hashwerte iibereinstimmen.

Bei einer guten Hashfunktion unterscheiden sich die Hashwerte fast immer, wenn die
Strings verschieden sind.

Wie lange dauert es alle h(u[i...i+ m — 1]) zu berechnen?
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Algorithmus von Rabin und Karp

Wahle eine Hashfunktion, so daf alle
h(uli...i+m—1])

in O(m + |u|) Schritten berechnet werden kdnnen.
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Algorithmus von Rabin und Karp

Wahle eine Hashfunktion, so daB alle

h(uli...i+m—1])
in O(m + |u|) Schritten berechnet werden kdnnen.
Zum Beispiel:

h(ai...an) = <Z qia;> mod p,
i=1

wobei p und g groBe Primzahlen sind.
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Algorithmus von Rabin und Karp

Wahle eine Hashfunktion, so daB alle
h(uli...i+m—1])

in O(m + |u|) Schritten berechnet werden kdnnen.
Zum Beispiel:

n

h(ai...an) = <Z qia;> mod p,

i=1

wobei p und g groBe Primzahlen sind.

Es gilt
h(az...an+1) = (h(al ...an)/q— a1+ q”a,,+1> mod p. RWTH
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Editdistanz

Gegeben seien zwei Zeichenketten v und v.

Wir diirfen u auf drei Arten dndern:
@ Ersetzen: Ersetze ein Symbol in u durch ein anderes
@ Loschen: Entferne ein Symbol aus u (Lénge wird kleiner)
@ Einfiigen: Fiige ein Symbol an beliebiger Stelle in u ein (Linge wird groBer)

Frage: Wieviele solche Operationen sind mindestens nétig, um v zu v zu verwandeln.

Anwendung: Wie dhnlich sind die beiden Zeichenketten (z.B. DNA-Strings)?
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Editdistanz

Losung durch dynamisches Programmieren.
GACGTCAGCTTACGTACGATCATTTGACTACG

GACGTCAGCTACAGTAGATCATTTGACTACG
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Divide-and-Conquer

@ Teilen der Eingabe in moglichst gleich grosse Teile
o Rekursives Losen (Beherrschen) der Teilprobleme

@ Zusammenfiigen der Teilldsungen zur Gesamtlésung



Datenstrukturen und Algorithmen
Paradigmen
Dynamisches Programmieren

Ubersicht

@ Paradigmen

@ Dynamisches Programmieren



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 461, Seite 85 im Skript)
Paradigmen
Dynamisches Programmieren

Dynamisches Programmieren

e Optimale Lésungen werden aus optimalen Teillésungen zusammengesetzt.
@ Eine Tabelle von Teillésungen wird bottom-up aufgebaut.

@ Sonderfall Memoization



