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Ubersicht

© Suchen und Sortieren

@ Mengen
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Mengen

Der abstrakte Datentyp Menge sollte folgende Operationen unterstiitzen:
e x e M?

o M — MU {x}
o M — M\ {x}
o M =107

@ wihle irgendein x € M
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Mengen

Der abstrakte Datentyp Menge sollte folgende Operationen unterstiitzen:
x e M?

M — MU {x}

M — M\ {x}

M = (?

@ wihle irgendein x € M

Moglicherweise auch
e My — My U Mjs
e My — Myn Ms
o My — My \ M3
o
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Mengen konnen durch assoziative Arrays implementiert werden:

public class Set(K) {
private final ADMap < K, 7> h;
public Set() { h = new Hashtable(K, Integer)(); }
public Set(ADMap < K,?>m) { h=m; }
public void insert(K k) { h.insert(k, null); }
public void delete(K k) { h.delete(k); }
public void union(Set(K) U) {
Simplelterator (K) it;
for(it = U.iterator(); it.more(); it.step())
insert(it.key()); }
public boolean iselement(K k) { return h.containsKey(k); }
public Simplelterator(K) iterator() {
return h.simpleiterator(); }
public List(K) list() { return h.list(); }
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Bitarrays

Wenn das Universum U klein ist, kénnen wir Mengen durch Bitarrays implementieren.
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Bitarrays

Wenn das Universum U klein ist, kénnen wir Mengen durch Bitarrays implementieren.

Laufzeiten:
@ Suchen, Einfiigen, Léschen: O(1)
@ Vereinigung, Schnitt: O(|U))
e Auswahl: O(|U|) (oder O(1) mit Zusatzzeigern)
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© Suchen und Sortieren

@ Sortieren



(Folie 224, Seite 62 im Skript)

Insertion Sort

Wir sortieren ein unsortiertes Array, indem wir wiederholt Elemente in ein bereits
sortiertes Teilarray einfiigen.

Eingabe:
|12|73|36|71|79]67] 3 |1732|31]14]14]33] 4 | 74]23]

Ausgabe:
| 3| 4|12|14]14]17]23]313233]36] 67| 71| 73| 74| 70]|
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Insertion Sort

127336 71|79]67] 3 |1732|31]14]14]33] 4 | 74]23]

Algorithmus

procedure insertionsort(n) :
fori=2,...,ndo
ji=1i
while j > 2 and a[j — 1] > alj] do
vertausche a[j — 1] und alj];
j=j—1
od
od
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Inversionen

Die Laufzeit von Insertion Sort ist O(n?).

Definition

Sei m € S, eine Permutation. Die Menge der Inversionen von 7 ist

I(m) ={(i,j) € {1,...,n}?| i < jund n(i) > =(j) }.
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Die Laufzeit von Insertion Sort ist O(n?).

Definition

Sei m € S, eine Permutation. Die Menge der Inversionen von 7 ist

I(m) ={(i,j) € {1,...,n}?| i < jund n(i) > =(j) }.

Beim Sortieren durch Einfiigen werden Schliissel nur durch Vertauschungen
benachbarter Elemente bewegt.
So eine Vertauschung verringert die Anzahl der Inversionen héchstens um eins.
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Inversionen

Die Laufzeit von Insertion Sort ist O(n?).

Definition
Sei m € S, eine Permutation. Die Menge der Inversionen von 7 ist

I(m) ={(i,j) € {1,...,n}?| i < jund n(i) > =(j) }.

Beim Sortieren durch Einfiigen werden Schliissel nur durch Vertauschungen
benachbarter Elemente bewegt.

So eine Vertauschung verringert die Anzahl der Inversionen héchstens um eins.

Wenn die Eingabe genau falschherum sortiert ist, hat Insertion Sort die Laufzeit ©(n?).



(Folie 227, Seite 63 im Skript)
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Inversionen

Die Laufzeit von Insertion Sort ist O(n?).

Definition
Sei m € S, eine Permutation. Die Menge der Inversionen von 7 ist

I(m) ={(i,j) € {1,...,n}?| i < jund n(i) > =(j) }.

Beim Sortieren durch Einfiigen werden Schliissel nur durch Vertauschungen
benachbarter Elemente bewegt.

So eine Vertauschung verringert die Anzahl der Inversionen héchstens um eins.

Wenn die Eingabe genau falschherum sortiert ist, hat Insertion Sort die Laufzeit ©(n?).

Was ist die durchschnittliche Laufzeit?
RWTH
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Inversionen

Eine zufillig gewihlte Permutation w € S, hat im Erwartungswert n(n — 1)/4
Inversionen.
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Inversionen

Eine zufillig gewahlte Permutation ™ € S, hat im Erwartungswert n(n —1)/4

Inversionen.
Es gibt n(n — 1)/2 viele Paare (i,j) mit 1 < < j < n.
Wegen

Prir(i) > n(j)] = = falls i %

gilt
Z Prim(i) > n(j)] = g

i<j

\
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Inversionen

Jedes Sortierverfahren, das Schliissel nur durch Vertauschungen benachbarter Elemente
bewegt, benétigt im Durchschnitt Q(n?) Zeit.
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Inversionen

Jedes Sortierverfahren, das Schliissel nur durch Vertauschungen benachbarter Elemente
bewegt, benétigt im Durchschnitt Q(n?) Zeit.

Folgerung:

Wenn wir schneller sein wollen, miissen Schliissel iiber weite Strecken bewegt werden.
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Vergleichsbaume

Insertion Sort mit n = 3:

Jeder vergleichsbasierte Sortieralgorithmus hat einen Vergleichsbaum.
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Vergleichsbaume

Insertion Sort mit n = 3:

Jeder vergleichsbasierte Sortieralgorithmus hat einen Vergleichsbaum.

Die Wurzel ist der erste Vergleich.
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Vergleichsbaume

Insertion Sort mit n = 3:

Jeder vergleichsbasierte Sortieralgorithmus hat einen Vergleichsbaum.
Die Wurzel ist der erste Vergleich.

Links folgen die Vergleiche beim Ergebnis kleiner.
Rechts folgen die Vergleiche beim Ergebnis groBer.
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Vergleichsbaume

Der Vergleichsbaum eines vergleichsbasierten Sortieralgorithmus hat mindestens n!
Blatter.




(Folie 231, Seite 64 im Skript)
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Vergleichsbaume

Lemma

Der Vergleichsbaum eines vergleichsbasierten Sortieralgorithmus hat mindestens n!
Blatter.

Beweis.
Wenn zwei Permutationen zum gleichen Blatt fiihren, wird eine von ihnen falsch

| \

sortiert.

Es gibt aber n! viele Permutationen.
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Jeder vergleichsbasierte Algorithmus benétigt fiir das Sortieren einer zufallig
permutierten Eingabe im Erwartungswert mindestens

1
log(n!) = nlogn — nloge — 5 logn+ O(1)

viele Vergleiche.
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Jeder vergleichsbasierte Algorithmus benétigt fiir das Sortieren einer zufallig
permutierten Eingabe im Erwartungswert mindestens

1
log(n!) = nlogn — nloge — 5 logn+ O(1)

viele Vergleiche.

Beweis.

Sei T ein entsprechender Vergleichsbaum. Die mittlere Pfadlange zu einem Blatt ist
am kleinsten, wenn der Baum balanziert ist.

In diesem Fall ist die Hohe log(n!). Stirling-Formel:

m=——(2)"(1+0( ).

2rn \€




(Folie 233, Seite 64 im Skript)

Mergesort

Wir sortieren ein unsortiertes Array durch einen Divide-and-Conquer—Algorithmus:

Eingabe:
|12 7336 71| 70]67] 3 |1732|31]14]14]33] 4 | 74]23]

Ausgabe:
| 3| 4|12|14]14]17]23]313233]36] 67| 71| 73| 74| 70]




(Folie 233, Seite 64 im Skript)

Mergesort

Wir sortieren ein unsortiertes Array durch einen Divide-and-Conquer—Algorithmus:

Eingabe:
|12 7336 71| 70]67] 3 |1732|31]14]14]33] 4 | 74]23]

Ausgabe:
| 3| 4|12|14]14]17]23]313233]36] 67| 71| 73| 74| 70]

Frage: Wie zerteilen wir die Eingabe in zwei unabhingige Teilprobleme?
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Mergesort

Eine einfache Strategie: Teilen in der Mitte.

|12|73[36|71|79]67] 3 |17 [32]31|14]14[33] 4 |74 ]23]

| 3 |12|17]36]67|71]73|79| | 4 |14|14]23]31]32]33]74]

| 3| 4|12|14]14]17]23]313233]36]67| 71| 73| 74| 70]
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Mergesort

Eine einfache Strategie: Teilen in der Mitte.

|12|73[36|71|79]67] 3 |17 [32]31|14]14[33] 4 |74 ]23]

© Teile das Array in der Mitte.

| 3 |12|17]36]67|71]73|79| | 4 |14|14]23]31]32]33]74]

| 3| 4|12|14]14]17]23]313233]36]67| 71| 73| 74| 70]
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Mergesort

Eine einfache Strategie: Teilen in der Mitte.

|12|73[36|71|79]67] 3 |17 [32]31|14]14[33] 4 |74 ]23]

© Teile das Array in der Mitte.
@ Sortiere beide Halften.

| 3 |12|17]36]67|71]73|79| | 4 |14|14]23]31]32]33]74]

| 3| 4|12|14]14]17]23]313233]36] 67| 71| 73| 74| 70]
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Mergesort

Eine einfache Strategie: Teilen in der Mitte.

|12|73[36|71|79]67] 3 |17 [32]31|14]14[33] 4 |74 ]23]

© Teile das Array in der Mitte.
@ Sortiere beide Halften.

© Mische beide in eine sortierte Folge.

| 3 |12|17]36]67|71]73|79| | 4 |14|14]23]31]32]33]74]

| 3| 4|12|14]14]17]23]313233]36] 67| 71| 73| 74| 70]
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Mergesort

Eine einfache Strategie: Teilen in der Mitte.

|12|73[36|71|79]67] 3 |17 [32]31|14]14[33] 4 |74 ]23]

© Teile das Array in der Mitte.
@ Sortiere beide Halften.

© Mische beide in eine sortierte Folge.

| 3 |12|17]36]67|71]73|79| | 4 |14|14]23]31]32]33]74]

| 3| 4|12|14]14]17]23]313233]36]67| 71| 73| 74| 70]
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Mergesort

Eine einfache Strategie: Teilen in der Mitte.

|12|73[36|71|79]67] 3 |17 [32]31|14]14[33] 4 |74 ]23]

© Teile das Array in der Mitte.
@ Sortiere beide Halften.

© Mische beide in eine sortierte Folge.

| 3 |12|17]36]67|71]73|79| | 4 |14|14]23]31]32]33]74]

| 3| 4|12|14]14]17]23]313233]36]67| 71| 73| 74| 70]
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Bottom-up Mergesort




(Folie 237, Seite 64 im Skript)

Mergesort

Mischen ist der schwierige Teil.
| 3 |12|17]36]67|71]73| 79| | 4 |14|14]23]31]32]3374]

| 3| 4|12|14]14]17]23]313233]36]67] 71| 73| 74| 70]

Algorithmus, der a[/],...,a[m — 1] mit a[m], ..., a[r] mischt:

Algorithmus

i=1 j:=m; k:=1;
while k < r do
if afi] <afjjandi<morj>r

then blk] :=a[i]; k:=k+1; i:=i+1
else blk] :=a[j]; k:=k+1; j:=j+1fi
od;

fori=1,...,r do alk] := b[k] od
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Mergesort

Algorithmus

procedure mergesort(l,r) :
if | > r then return fi;
m = [(r+1)/2 ];
mergesort(l,m — 1);
mergesort(m, r);
i=1 j:=m; k:=1I
while k <r do
if afi] <afjjandi<morj>r

then blk] :=a[i]; k:=k+1; i:=i+1
else blk] :=a[j]; k:=k+1; j:=j+1fi
od;

for k =1,...,r do alk] := b[k] od
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Analyse von Mergesort

Das Mischen dauert ©(n).
Sei T(n) die Laufzeit. Wir erhalten die Gleichung

T(n) = ©(n) + T([n/2]) + T([n/2]).
Falls n eine Zweierpotenz ist, gilt
T(n) <cn+2T(n/2).
Wiederholtes Einsetzen liefert

T(n)éc(n+2g+4£+---) — O(nlog n).
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Mergesort

Mergesort hat interessante Eigenschaften:
© Der Teile-Teil ist sehr einfach.
@ Der Conquer-Teil ist kompliziert.
© Er verbraucht viel Speicherplatz (nicht ,,in-place”)
Q Er ist stabil (gleiche Schliissel behalten ihre Reihenfolge)
Q ...



(Folie 241, Seite 64 im Skript)

Quicksort

Wir sortieren ein unsortiertes Array durch einen Divide-and-Conquer—Algorithmus:

Eingabe:
l6732|1736] 3 | 4 |79 1431 [ 23] 71| 74]73]33] 14]12]

Ausgabe:
| 3| 4|12|14]14]17]23]313233]36]67| 71| 73| 74| 70]




(Folie 241, Seite 64 im Skript)

Quicksort

Wir sortieren ein unsortiertes Array durch einen Divide-and-Conquer—Algorithmus:

Eingabe:
l6732|1736] 3 | 4 |79 1431 [ 23] 71| 74]73]33] 14]12]

Ausgabe:
| 3| 4|12|14]14]17]23]313233]36]67| 71| 73| 74| 70]

Frage: Wie zerteilen wir die Eingabe in zwei unabhingige Teilprobleme auf eine andere
Art?
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Quicksort

Anstatt in der Mitte zu teilen, wahlen wir ein Pivot-Element p und teilen in drei Teile:

@ Alle Schliissel kleiner als p
Q p selbst
© Alle Schliissel groBer als p

l6732|17(36] 3 | 4 |79 1431 | 23] 71|74 ] 7333|1412

33]32]17]36] 3 | 4 [12]14]31]23]14]

Sortiere dann rekursiv den ersten und dritten Teil.
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Quicksort
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Quicksort

l6732|17(36] 3 | 4 |79 1431 | 23] 71|74 ] 7333 14]12]

33]32]17]36] 3 | 4 [12]14]31]23]14]

Algorithmus

procedure quicksort(L,R) :
if R <L then return fi;
p:=all]; I:=L; rr=R+1;
do
do | := 1+ 1 while a[l] < p;
do r :=r — 1 while p < a]r];
vertausche a[l] und alr];
while | < r;
temp := a[r]; a[L] := a[l]; a[l] := temp; alr] :=p;
quicksort(L,r — 1); quicksort(r + 1, R)
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Analyse von Quicksort

Wir nehmen an, die Eingabe besteht aus n paarweise verschiedenen Zahlen und daB
jede Permutation gleich wahrscheinlich ist.

Was ist der Erwartungswert der Laufzeit?
Wir werden nur die Anzahl der Vergleiche analysieren.

Sei C, die erwartete Anzahl von Vergleichen fiir eine Eingabe der Linge n.



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 246, Seite 64 im Skript)
Suchen und Sortieren
Sortieren

Analyse von Quicksort

@ Offensichtlich ist o = C; = 0.
@ Die Anzahl der direkten Vergleiche ist n+ 1.

© Falls k die endgiiltige Position des Pivot-Elements ist, dann gibt es noch Cyx_1
und C,_x Vergleiche in den beiden rekursiven Aufrufen.

Q Falls n> 2, dann
1 n
Ch=n+1+ n kg_l(Ck_l + Cn—k)-

Um einen geschlossenen Ausdruck fiir C,, zu erhalten, [6sen wir diese
Rekursionsgleichung.
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Analyse von Quicksort

Sei n > 2. Sei D,, = nC,. Dann
n+1

Dpi1— Dp = ((n +1)(n+2)+ Y (Ceor + C,,H,k))—
k=1

n
(n(n + 1) + Z(Ckfl + Cnfk)>
k=1
=2(n+1)+C,+ C,=2(n+1)+2Dy/n
und wir erhalten die Rekursionsgleichung
n+2

Dny1=2(n+1)+ Dy,.

Dividieren durch (n+ 1)(n + 2) ergibt

Dn+1 2 Dn -
_ fiir n > 2.
(htD)(n+2) n+2 ‘anen) "=
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Analyse von Quicksort

Dni1 = 2 + Dn fir n > 2.
(n+1)(n+2) n+2 n(n+1)

Wiederholtes Einsetzen ergibt fiir n > 3

D, _ 2 2 2 D,
n(n+1) n+1 n 5 6

oder

2 2 2
Cn:(n—i-l)(in_i_l+;+~~+g>+(n+1)—

=2nH, + O(n) = 2nIn(n) + O(n).

Die durchschnittliche Laufzeit von Quicksort ist O(nlog n).



public void quicksort() {
Stack(Pair(Integer, Integer)) stack = new Stack(Pair(Integer, Integer))();
stack.push(new Pair(Integer, Integer)(1, size() — 1));
int min = 0;
for(int i = 1; i < size(); i++) if(less(i, min)) min = i;
D t = get(0); set(0, get(min)); set(min, t);
while(!stack.isempty()) {
Pair(Integer, Integer) p = stack.pop();
int | = p.first(), r = p.second();
inti=I1—1,j=r,pivot = j;
do { i++; } while(less(i, pivot));
do { j——; } while(less(pivot,j));
t = get(i); set(i, get(j)); set(j,t);
} while(i < j);
set(j, get(i)); set(i,get(r)); set(r,t);
if(r —i > 1) stack.push(new Pair(Integer, Integer)(i + 1,r));
if (i — | > 1) stack.push(new Pair(Integer, Integer)(l,i — 1));
}
}




public void quicksort(int a[]) {
Stack(Pair(Integer, Integer)) stack = new Stack(Pair(Integer, Integer))();
stack.push(new Pair(Integer, Integer)(1, a.length — 1));
int min = 0;
for(int i = 1; i < a.length; i++) if(a[i] < a[min]) min =;
int t = a[0]; a[0] = a[min]; a[min] =t;
while(!stack.isempty()) {
Pair(Integer, Integer) p = stack.pop();
int | = p.first(), r = p.second();
inti=I1—1,j=r,pivot = j;
do { i++; } while(a[i] < a[pivot]);
do { j——; } while(a[j] > a[pivot]);
t=a[i]; a[i] = a[j]; a[j] =t
} while(i < j);
a[j] = ali]; a[i] = alr]; a[r] =t;
if(r —i > 1) stack.push(new Pair(Integer, Integer) (i + 1, r));
if (i — | > 1) stack.push(new Pair{Integer, Integer)(l,i — 1));
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Quicksort

Quicksort hat evenfalls interessante Eigenschaften:
©Q Der Teile-Teil ist schwierig.
@ Der Herrsche-Teil ist sehr einfach.
© Die durchschnittliche Laufzeit ist sehr gut.
@ Die worst-case Laufzeit ist sehr schlecht.

@ Die innere Schleife ist sehr schnell.



