Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 109, Seite 52 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

Umstrukturierung durch Rotationen

Eine Rechtsrotation um T.
Die Suchbaumeigenschaft bleibt erhalten.
B, C, D kénnen nur aus externen Knoten bestehen.

Laufzeit: Konstant!



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 110, Seite 52 im Skript)
Suchen und Sortieren
Bindre Suchbaume

Rotationen

Wir rotieren rechts um 5 und dann zuriick links um 3.




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 111, Seite 52 im Skript)

Suchen und Sortieren
Bindre Suchbaume

void rotateright() {
Searchtreenode(K, D) p, a, b, c,d;
p = this.parent;
a = this.left; d = this.right;
b = a.left; c = a.right;
if(p # null) {
if (p.left == this) p.left = a;
else p.right = a;
}
a.right = this; a.parent = p;
this.left = c; this.parent = a;
if (c # null) c.parent = this;

(AN L 0]}



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 112, Seite 53 im Skript)
Suchen und Sortieren
Bindre Suchbaume

Beispiel

Frage: Kann man einen Knoten durch Rotationen zu einem Blatt machen?
RWTH



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 113, Seite 53 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

AVL-Baume

AVL-Baume werden anndhernd balanziert gehalten.

AVL-Eigenschaft:

Die Hohen des rechten und linken Unterbaums jedes Knotens unterscheiden sich
hochstens um 1. RWTH



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 114, Seite 53 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

AVL-Baume — Einfiigen

Durch Einfiigen in C ist die AVL-Bedingung verletzt.
Reparieren durch Rechtsrotation um A. RWTH



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 115, Seite 53 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

AVL-Baume — Einfiigen

Durch Einfiigen in D ist die AVL-Bedingung verletzt.

Reparieren durch Rechtsrotation um A?



Datenstrukturen und Algorithmen
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

AVL-Baume — Einfiigen

Durch Einfiigen in D ist die AVL-Bedingung verletzt.
Reparieren durch Rechtsrotation um A?

Losung: Erst um B links, dann um A rechts rotieren!

(Folie 115, Seite 53 im Skript)




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 116, Seite 53 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

AVL-Baume — Einfiigen

Durch Einfiigen in D ist die AVL-Bedingung verletzt.

Erst um B links, dann um A rechts rotieren!



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 117, Seite 53 im Skript)
Suchen und Sortieren
Bindre Suchbaume

AVL-Baume — Einfiigen

Durch Einfiigen konnen nur Knoten auf dem Pfad von der Wurzel zum eingefiigten
Blatt unbalanziert werden.

Algorithmus

procedure avl — insert(key k) :
insert(k);
n := findnode(k);
while n # root do
if n unbalanced then rebalance n fi;
n := parent(n);
od

Es werden hochstens zwei Rotationen durchgefiihrt. RWTH



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 118, Seite 53 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

Beispiel




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 119, Seite 53 im Skript)

Suchen und Sortieren
Bindre Suchbaume

void rebalance() {

computeheight();

if (height(left) > height(right) + 1) {
if (height(left.left) < height(left.right)) left.rotateleft();
rotateright();

}

else if (height(right) > height(left) + 1) {
if (height(right.right) < height(right.left)) right.rotateright();
rotateleft();

if (parent # null)((AVLtreenode(K, D)) parent).rebalance();
¥




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 120, Seite 53 im Skript)

Suchen und Sortieren
Bindre Suchbaume

public void insert(K k,D d) {
if (root == null) root = newNode(k, d);
else root.insert(newNode(k, d));
((AVLtreenode(K, D)) root.findsubtree(k)).rebalance();
repair_root();

}

public void repair_root() {
if (root == null) return;
while(root.parent # null) root = root.parent;

}

(AN L 01!



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 121, Seite 53 im Skript)
Suchen und Sortieren
Bindre Suchbaume

AVL-Baume — Einfiigen

Nur Knoten auf Pfad zur Wurzel kénnen unbalanziert werden.

Durch Rotation oder Doppelrotation reparieren.

= Danach wieder balanziert.

°
°

@ Dadurch nimmt Hohe ab!

°

@ = Es muB nur einmal repariert werden.
°

Einfiigen bendtigt maximal zwei Rotationen.



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 122, Seite 53 im Skript)
Suchen und Sortieren
Bindre Suchbaume

AVL-Baume — Loschen

Wiederholung

Drei Moglichkeiten beim Loschen:
@ Ein Blatt
@ Kein linkes Kind
© Es gibt linkes Kind

Nur bei den ersten beiden Fillen andert sich die Hohe direkt!

Nur Knoten auf dem Pfad zur Wurzel kdnnen unbalanziert werden.

= Wieder durch Rotationen reparieren.



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 123, Seite 53 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

AVL-Baume — Loschen

Durch Léschen aus E ist AVL-Bedingung in A verletzt.

Reparieren durch Rechtsrotation um A.



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 123, Seite 53 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

AVL-Baume — Loschen

Durch Léschen aus E ist AVL-Bedingung in A verletzt.
Reparieren durch Rechtsrotation um A.

Die Hohe ist dadurch gesunken! RWTH
Elternknoten von A kann wieder unbalanziert werden!



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 124, Seite 53 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

void delete() {

if (left == null && right == null) {
if (parent.left == this) parent.left = null;
else parent.right = null;
((AVLtreenode(K, D)) parent).rebalance(); }

else if(left == null) {
copy(right);
if (right.left # null) right.left.parent = this;
if (right.right # null) right.right.parent = this;
left = right.left; right = right.right;
rebalance(); }

else {
Searchtreenode(K, D) max = left;
while(max.right # null) max = max.right;
copy(max); max.delete(); }




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 125, Seite 53 im Skript)
Suchen und Sortieren
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AVL-Baume — Loschen

public void delete(K k) {
if (root == null) return;
AVLtreenode(K, D) n;
n = (AVLtreenode(K, D)) root.findsubtree(k);

if(n == null) return;

if(n == root && n.left == null && n.right == null) {
root = null;

}

else {
n.delete();

}

repair_root();




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 126, Seite 53 im Skript)
Suchen und Sortieren
Bindre Suchbaume

AVL-Baume — Beispiel

Schliissel von 1 bis 40 werden zufillig eingefiigt und geldscht.




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 127, Seite 53 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

AVL-Baume — Analyse

Ein AVL-Baum der Héhe h besitzt zwischen Fj, und 2" — 1 viele Knoten.




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 127, Seite 53 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

AVL-Baume — Analyse

Ein AVL-Baum der Héhe h besitzt zwischen Fj, und 2" — 1 viele Knoten.

Wir definieren die nte Fibonaccizahl:

0 falls n=0
F,=<1 falls n=1
Fn1+ Fh—p fallsn>2




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 128, Seite 53 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

Beweis.

Trivial: Ein vollstindiger Binirbaum der Héhe h hat genau 2/ — 1 viele interne Knoten
(und ist ein AVL-Baum).

KWiIin
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Beweis.

Trivial: Ein vollstindiger Binirbaum der Héhe h hat genau 2/ — 1 viele interne Knoten
(und ist ein AVL-Baum).

Ein Baum der Hohe 0 hat keinen internen Knoten und Fg = 0.

Ein Baum der Hohe 1 hat genau einen internen Knoten und f; = 1.

KWiIin



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 128, Seite 53 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

Beweis.

Trivial: Ein vollstindiger Binirbaum der Héhe h hat genau 2/ — 1 viele interne Knoten
(und ist ein AVL-Baum).

Ein Baum der Hohe 0 hat keinen internen Knoten und Fg = 0.

Ein Baum der Hohe 1 hat genau einen internen Knoten und f; = 1.

Falls h > 1, dann hat der linke oder rechte Unterbaum Hohe h — 1 und damit
mindestens Fj_1 viele interne Knoten.

Der andere Unterbaum hat mindestens Hoéhe h — 2 und damit mindestens Fp_» viele
interne Knoten.

Insgesamt macht das mindestens F,_1 + Fp_o = Fj viele Knoten. []

KWiIin



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 129, Seite 53 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

AVL-Baume — Analyse

Die Héhe eines AVL-Baums mit n Knoten ist ©(log n).




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 129, Seite 53 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

AVL-Baume — Analyse

Die Héhe eines AVL-Baums mit n Knoten ist ©(log n).

Beweis.

Es gilt F, = ©(¢") mit ¢ = (1 +v/5)/2.

Fn < n= hlog(¢)+ O(1) < logn
n<2"—1=logn<h+ 0(1)




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 130, Seite 53 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

AVL-Baume — Analyse

Einfiigen, Suchen und Léschen in einen AVL-Baum mit n Elementen benétigt O(log n)
Schritte.




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 130, Seite 53 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

AVL-Baume — Analyse

Einfiigen, Suchen und Léschen in einen AVL-Baum mit n Elementen benétigt O(log n)
Schritte.

Beweis.

Die Hohe des AVL-Baumes ist ©(log n).
Einfiigen, Suchen und Loschen benétigt O(h) Schritte, wenn h die Hohe des
Suchbaums ist.

Das Rebalanzieren benétigt ebenfalls O(h) Schritte. O




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 131, Seite 54 im Skript)
Suchen und Sortieren
Bindre Suchbaume

Treaps

Suchbaumeigenschaft:

@ Alle Knoten im linken Unterbaum kleiner als die Wurzel

o Alle Knoten im rechten Unterbaum groBer als die Wurzel



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 131, Seite 54 im Skript)
Suchen und Sortieren
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Treaps

Suchbaumeigenschaft:

@ Alle Knoten im linken Unterbaum kleiner als die Wurzel

o Alle Knoten im rechten Unterbaum groBer als die Wurzel

Heapeigenschaft (Min-Heap):
o Alle Knoten im linken Unterbaum groBer als die Wurzel

o Alle Knoten im rechten Unterbaum groBer als die Wurzel

Ein Heap ist einfacher als ein Suchbaum.



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 132, Seite 54 im Skript)
Suchen und Sortieren
Bindre Suchbaume

Treaps

Ein Treap ist ein bindrer Baum mit:

@ Jeder Knoten hat einen Schlissel

@ Jeder Knoten hat eine Prioritat
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Treaps

Ein Treap ist ein bindrer Baum mit:
@ Jeder Knoten hat einen Schliissel

@ Jeder Knoten hat eine Prioritat

@ Der Baum ist ein Suchbaum beziiglich der Schliissel




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 132, Seite 54 im Skript)
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Treaps

Ein Treap ist ein bindrer Baum mit:

Jeder Knoten hat einen Schliissel

Jeder Knoten hat eine Prioritat

o
@ Der Baum ist ein Suchbaum beziiglich der Schliissel
°

Der Baum ist ein Heap beziiglich der Prioritaten




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 133, Seite 54 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

Treaps — Beispiel

Die Schliissel sind groB und die Prioritdten klein geschrieben. RWTH



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 134, Seite 55 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

Treaps

Gegeben seien n Schliissel mit paarweise verschiedenen Prioritaten.
Dann gibt es genau einen Treap, der diese Schliissel und Prioritdten enthilt.
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Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

Treaps

Gegeben seien n Schliissel mit paarweise verschiedenen Prioritaten.
Dann gibt es genau einen Treap, der diese Schliissel und Prioritdten enthilt.

Beweis.

Die Wurzel ist eindeutig:
Der Schliissel mit minimaler Prioritat.




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 134, Seite 55 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

Treaps

Gegeben seien n Schliissel mit paarweise verschiedenen Prioritaten.
Dann gibt es genau einen Treap, der diese Schliissel und Prioritdten enthilt.

Beweis.

Die Wurzel ist eindeutig:

Der Schliissel mit minimaler Prioritat.
@ Der linke Unterbaum besteht aus allen kleineren Schliisseln
@ Der rechte Unterbaum besteht aus allen groBeren Schliisseln

@ Induktion: Der linke und rechte Unterbaum ist eindeutig




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 135, Seite 55 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

Treaps

Gegeben sei ein Treap mit paarweise verschiedenen Prioritaten.
Dann ist die Form dieselbe wie bei einem binaren Suchbaum, in den die Schliissel in
Reihenfolge der Priorititen eingefiigt wurden.




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 135, Seite 55 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

Treaps

Gegeben sei ein Treap mit paarweise verschiedenen Prioritaten.
Dann ist die Form dieselbe wie bei einem bindren Suchbaum, in den die Schliissel in
Reihenfolge der Prioritdten eingefiigt wurden.

Beweis.

Die Wurzel im Treap hat die kleinste Prioritat.
Wird sie in einen leeren Suchbaum als erste eingefiigt, ist und bleibt sie die Wurzel des
Suchbaums.

Durch vollstandige Induktion haben auch die rechten und linken Teilbdume dieselbe
Form wie im Treap. O




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 136, Seite 55 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

Gegeben sei ein Treap der GroBe n, dessen Prioritdten zufillig uniform aus der Menge
{1,..., m} stammen, wobei m > nS.
Dann ist die Héhe des Treaps im Erwartungswert O(log n).




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 136, Seite 55 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

Gegeben sei ein Treap der GroBe n, dessen Prioritdten zufillig uniform aus der Menge
{1,...,m} stammen, wobei m > nS.
Dann ist die Hohe des Treaps im Erwartungswert O(log n).

Beweis.

Seien Py, ..., P, die Prioritaten.

Dann gilt Pr[P; = P;] < 1/n3 fiir i # .

Es gibt weniger als n? Paare von Priorititen. Die Wahrscheinlichkeit, daB irgendein
Paar identisch ist, ist hdchstens

1 1
Z 2
I7]

Der Erwartungswert der Hohe ist hdchstens O(log n) + 1 - n = O(log n). O




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 137, Seite 55 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

Rotate-Down

Die Heapeigenschaft sei erfiillt, auBer fiir T:
T habe eine zu groBe Prioritat.
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Bindre Suchbaume

Rotate-Down

Die Heapeigenschaft sei erfiillt, auBer fiir T:
T habe eine zu groBe Prioritat.

Nach der Rotation gilt wieder, daB die Heapeigenschaft erfiillt ist, auBer fiir T.
RWTH



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 137, Seite 55 im Skript)

Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

Rotate-Down

Die Heapeigenschaft sei erfiillt, auBer fiir T:
T habe eine zu groBe Prioritat.

Nach der Rotation gilt wieder, daB die Heapeigenschaft erfiillt ist, auBer fiir T.
RWTH

Wir kénnen T nach unten rotieren, bis es ein Blatt ist.



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 138, Seite 55 im Skript)
Suchen und Sortieren
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Rotate-Down

void rotate_down(Treapnode(K, D) n) {
while(true) {
if (n.left # null) {
if (n.right == null ||
((Treapnode(K, D)) n.left).weight <
((Treapnode(K, D)) n.right).weight) n.rotateright();
else n.rotateleft();
}
else if(n.right == null) break;
else n.rotateleft();

}

repair_root();

}




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 139, Seite 55 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

Treaps — Loschen

public void delete(K k) {
if (root == null) return;
Treapnode(K, D) n = (Treapnode(K, D)) root.findsubtree(k);
if(n == null) return;
rotate_down(n);
super.delete(k);

Wir rotieren den Knoten nach unten und entfernen ihn dann.



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 140, Seite 55 im Skript)
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Treaps — Einfligen

Einfiigen ist das Gegenteil von Loschen.

Loschen:
@ Knoten nach unten rotieren
@ Als Blatt entfernen

Einfiigen:
@ Kbnoten als Blatt einfiigen

@ Nach oben zur richtigen Position rotieren
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Treaps — Einfligen

void rotate_up(Treapnode(K, D) n) {
while(true) {
if (n.parent == null) break;
if (((Treapnode(K, D)) n.parent).weight < n.weight) break;
if (n.parent.right == n) n.parent.rotateleft();
else n.parent.rotateright();

}

repair_root();

}

Wir rotieren nach oben bis wir die Wurzel erreichen oder der Elternknoten kleinere
Prioritat hat.



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 142, Seite 55 im Skript)
Suchen und Sortieren
Bindre Suchbaume

Treaps — Einfligen

public void insert(K k,D d) {
if (root == null) root = newNode(k, d, generator);
else {
root.insert(newNode(k, d, generator));
rotate_up((Treapnode(K, D)) root.findsubtree(k));

}
}

@ Normal als Blatt einfiigen
@ Hochrotieren RWTH



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 143, Seite 55 im Skript)
Suchen und Sortieren
Bindre Suchbaume

Einfligen von 20 Elementen in einen Treap

Die Prioritdten sind zufllig gewahlt.

1
8985
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Einfligen von 20 Elementen in einen Treap

Die Prioritdten sind zufllig gewahlt.
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Einfligen von 20 Elementen in einen Treap

Die Prioritdten sind zufllig gewahlt.
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Einfligen von 20 Elementen in einen Treap

Die Prioritdten sind zufllig gewahlt.
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Einfligen von 20 Elementen in einen Treap

Die Prioritdten sind zufllig gewahlt.
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Einfligen von 20 Elementen in einen Treap

Die Prioritdten sind zufllig gewahlt.
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Einfligen von 20 Elementen in einen Treap

Die Prioritdten sind zufllig gewahlt.
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Einfligen von 20 Elementen in einen Treap

Die Prioritdten sind zufllig gewahlt.
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Einfligen von 20 Elementen in einen Treap

Die Prioritdten sind zufllig gewahlt.
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Einfligen von 20 Elementen in einen Treap

Die Prioritdten sind zufllig gewahlt.
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Einfligen von 20 Elementen in einen Treap

Die Prioritdten sind zufllig gewahlt.
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Einfligen von 20 Elementen in einen Treap

Die Prioritdten sind zufllig gewahlt.




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 143, Seite 55 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

Einfligen von 20 Elementen in einen Treap

Die Prioritdten sind zufllig gewahlt.




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 143, Seite 55 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

Einfligen von 20 Elementen in einen Treap

Die Prioritdten sind zufllig gewahlt.




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 143, Seite 55 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

Einfligen von 20 Elementen in einen Treap

Die Prioritdten sind zufllig gewahlt.




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 143, Seite 55 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

Einfligen von 20 Elementen in einen Treap
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Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 143, Seite 55 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

Einfligen von 20 Elementen in einen Treap

Die Prioritdten sind zufllig gewahlt.
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Einfligen von 20 Elementen in einen Treap

Die Prioritdten sind zufllig gewahlt.




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 144, Seite 55 im Skript)
Suchen und Sortieren
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Treaps — Beispiel

Die Schliissel von 1 bis 40 werden zufillig eingefiigt und geldscht.




