Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 92, Seite 45 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

Die Hohe eines Suchbaums ist fiir seine Geschwindigkeit maBgebend.

Die Operationen Einfiigen, Léschen und Suchen benétigen O(h) Zeit bei einem bindren
Suchbaum der Héhe h.




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 93, Seite 45 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

Optimale Suchbaume

Ein optimaler Suchbaum fiir die 13 hiufigsten Wérter des Buches Max Havelaar.

Wort ‘ de en het van ik te dat die
Anzahl ‘ 4770 2709 2469 2259 1999 1935 1875 1807
(Haufigkeitstabelle nach Wikipedia)




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 94, Seite 45 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

Ein optimaler Suchbaum enthilt A bis Z. Die W'keit fiir A und Z sei 0.49, der Rest
auf B-Y verteilt.
Wie sieht der Baum aus?




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 94, Seite 45 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

Ein optimaler Suchbaum enthilt A bis Z. Die W'keit fiir A und Z sei 0.49, der Rest
auf B-Y verteilt.
Wie sieht der Baum aus?




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 95, Seite 45 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

Optimale Suchbaume




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 96, Seite 46 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

Ein optimaler Suchbaum enthilt die Zahlen 1-20. Auf jede wird mit W'keit 1/50
zugegriffen. Mit W'keit 3/5 wird 5.5 gesucht.
Wie sieht der Baum aus?




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 96, Seite 46 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

Ein optimaler Suchbaum enthilt die Zahlen 1-20. Auf jede wird mit W'keit 1/50
zugegriffen. Mit W'keit 3/5 wird 5.5 gesucht.
Wie sieht der Baum aus?




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 97, Seite 46 im Skript)
Suchen und Sortieren
Binare Suchbaume

Optimale Suchbaume

@ Es seien ky < --- < k, Schliissel.
@ Wir suchen k; mit Wahrscheinlichkeit p;.

n
Es gelte Z pi = 1.
i=1

Definition

Ein optimaler Suchbaum fiir kq, ..., k, gemaB den Zugriffswahrscheinlichkeiten
P1,---,Pn ist
@ ein Suchbaum fiir kq, ..., kp,

@ und hat eine minimale Anzahl von Vergleichen im Erwartungswert, falls k; mit
Wabhrscheinlichkeit p; gesucht wird.




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 98, Seite 47 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

J
Es sei w;; = E Pk.
k=i

Falls es in einem optimalen Suchbaum einen Unterbaum gibt, der die Schliissel
ki, ..., kj enthdlt, dann sei e; ; der Erwartungswert der Anzahl der Vergleiche, die bei
einer Suche in diesem Unterbaum durchgefiihrt werden.

il 1 2 3 4 5
pi | 1/4 1/8 1/6 1/4 5/24

w15 =

)



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 98, Seite 47 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

J
Es sei w;; = E Pk.
k=i

Falls es in einem optimalen Suchbaum einen Unterbaum gibt, der die Schliissel
ki, ..., kj enthdlt, dann sei e; ; der Erwartungswert der Anzahl der Vergleiche, die bei
einer Suche in diesem Unterbaum durchgefiihrt werden.

il 1 2 3 4 5
pi | 1/4 1/8 1/6 1/4 5/24

wis =1,



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 98, Seite 47 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

J
Es sei w;; = E Pk.
k=i

Falls es in einem optimalen Suchbaum einen Unterbaum gibt, der die Schliissel
ki, ..., kj enthdlt, dann sei e; ; der Erwartungswert der Anzahl der Vergleiche, die bei
einer Suche in diesem Unterbaum durchgefiihrt werden.

il 1 2 3 4 5
pi | 1/4 1/8 1/6 1/4 5/24

wis =1, wo3 =



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 98, Seite 47 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

J
Es sei w;; = E Pk.
k=i

Falls es in einem optimalen Suchbaum einen Unterbaum gibt, der die Schliissel
ki, ..., kj enthdlt, dann sei e; ; der Erwartungswert der Anzahl der Vergleiche, die bei
einer Suche in diesem Unterbaum durchgefiihrt werden.

il 1 2 3 4 5
pi | 1/4 1/8 1/6 1/4 5/24

W15 = 1, Wa3 = 7/24,



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 98, Seite 47 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

J
Es sei w;; = E Pk.
k=i

Falls es in einem optimalen Suchbaum einen Unterbaum gibt, der die Schliissel
ki, ..., kj enthdlt, dann sei e; ; der Erwartungswert der Anzahl der Vergleiche, die bei
einer Suche in diesem Unterbaum durchgefiihrt werden.

il 1 2 3 4 5
pi | 1/4 1/8 1/6 1/4 5/24

wis =1 wo3=7/24, o =



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 98, Seite 47 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

J
Es sei w;; = E Pk.
k=i

Falls es in einem optimalen Suchbaum einen Unterbaum gibt, der die Schliissel
ki, ..., kj enthdlt, dann sei e; ; der Erwartungswert der Anzahl der Vergleiche, die bei
einer Suche in diesem Unterbaum durchgefiihrt werden.

il 1 2 3 4 5
pi | 1/4 1/8 1/6 1/4 5/24

wis =1, wo3 = 7/24, €2 = 1/8,



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 98, Seite 47 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

J
Es sei w;; = E Pk.
k=i

Falls es in einem optimalen Suchbaum einen Unterbaum gibt, der die Schliissel
ki, ..., kj enthdlt, dann sei e; ; der Erwartungswert der Anzahl der Vergleiche, die bei
einer Suche in diesem Unterbaum durchgefiihrt werden.

il 1 2 3 4 5
pi | 1/4 1/8 1/6 1/4 5/24

wis =1 wo3=7/24, e2=1/8, 3=



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 98, Seite 47 im Skript)

Suchen und Sortieren
Bindre Suchbaume

J
Es sei w;; = E Pk.
k=i

Falls es in einem optimalen Suchbaum einen Unterbaum gibt, der die Schliissel
ki, ..., kj enthdlt, dann sei e; ; der Erwartungswert der Anzahl der Vergleiche, die bei
einer Suche in diesem Unterbaum durchgefiihrt werden.

il 1 2 3 4 5
pi | 1/4 1/8 1/6 1/4 5/24

W15 = 1, Wa3 = 7/24, €22 = 1/8, €23 = 10/24,



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 98, Seite 47 im Skript)

Suchen und Sortieren
Bindre Suchbaume

J
Es sei w;; = E Pk.
k=i

Falls es in einem optimalen Suchbaum einen Unterbaum gibt, der die Schliissel
ki, ..., kj enthdlt, dann sei e; ; der Erwartungswert der Anzahl der Vergleiche, die bei
einer Suche in diesem Unterbaum durchgefiihrt werden.

il 1 2 3 4 5
pi | 1/4 1/8 1/6 1/4 5/24

wis = 1, Wz 3 = 7/24, €22 = 1/8, €23 = 10/24, €13 =



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 98, Seite 47 im Skript)

Suchen und Sortieren
Bindre Suchbaume

J
Es sei w;; = E Pk.
k=i

Falls es in einem optimalen Suchbaum einen Unterbaum gibt, der die Schliissel
ki, ..., kj enthdlt, dann sei e; ; der Erwartungswert der Anzahl der Vergleiche, die bei
einer Suche in diesem Unterbaum durchgefiihrt werden.

il 1 2 3 4 5
pi | 1/4 1/8 1/6 1/4 5/24

W15 = 1, Wa3 = 7/24, €22 = 1/8, €23 = 10/24, €13 = 23/24



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 99, Seite 48 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

J
Wie kénnen wir w; ; = Zpk berechnen?

k=i
Algorithmus
fori=1,...,ndo
forj=1,...,n do
wli,j] :=0;

for k=1i,...,j do
wli,j] == wii. ] + plK
od
od
od

Wie schnell ist dieser Algorithmus?

Geht es schneller?



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 100, Seite 48 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

J
Wie konnen wir w; ; = g pk schneller berechnen?
k=i

Durch dynamisches Programmieren:

fori=1,...,ndo
wli, i] :== plil;
forj=i+1,...,ndo
od

od

Wie schnell ist dieser Algorithmus?

Warum ist er korrekt? RWTH



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 101, Seite 48 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

Wie berechnen wir e; ;7

=0 firi >j

° e ;= min (&, 1+ et1;) + wi; firi <;j
i<r<j




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 101, Seite 48 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

Wie berechnen wir e; ;7

Lemma

@ ¢;=0"firi>j

° e ;= min (&, 1+ et1;) + wi; firi <;j
i<r<j

Beweis.

Ein Baum mit den Knoten k;, ..., k; hat eine Wurzel k,.




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 101, Seite 48 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

Wie berechnen wir e; ;7

Lemma

@ ¢;=0"firi>j

° e ;= min (&, 1+ et1;) + wi; firi <;j
i<r<j

Beweis.

Ein Baum mit den Knoten k;, ..., k; hat eine Wurzel k,.
Mit Wahrscheinlichkeit w; j wird der gesuchte Schliissel mit k, verglichen.




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 101, Seite 48 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

Wie berechnen wir e; ;7

Lemma

@ ¢;=0"firi>j

° e ;= min (&, 1+ et1;) + wi; firi <;j
i<r<j

Beweis.

Ein Baum mit den Knoten k;, ..., k; hat eine Wurzel k,.

Mit Wahrscheinlichkeit w; j wird der gesuchte Schliissel mit k, verglichen.

Im Mittel werden e; ,_; Vergleiche im linken und e, im rechten Unterbaum
durchgefiihrt. O




Datenstrukturen und Algorithmen

Suchen und Sortieren
Bindre Suchbaume

(Folie 102, Seite 48 im Skript)

il 1 2 3 4 5
pi | 1/4 1/8 1/6 1/4 5/24

w| 1 2 3 4 5
1025 0375 0542 0.792 1.0
2 100 0125 0292 0542 0.75
3100 00 0167 0417 0.625
4100 00 00 025 0458
5(/00 00 00 00 0.208
el 1 2 3 4 5
1,025 05 0958 1542 2167
200 0125 0417 00917 1.375
3/00 00 0167 058 1.0
4100 00 00 025 0.667
5/00 00 00 00 0.208

eij = min (& ,-1+ e+1j) + Wi
i<r<j



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 103, Seite 49 im Skript)

Suchen und Sortieren
Bindre Suchbaume

Resultierender Algorithmus:

Algorithmus
fori=1,...,n do efi,i — 1] := 0 od;
for [=0,...,n do
fori=1,....,n—1do
ji=i+1
eli, j] := infty;
forr=i,....,j do
eli,j] := min { e[i,j], efi,r — 1] +¢[r + 1,j] + w[i, j]}
od
od
od

Laufzeit: O(n%)



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 104, Seite 49 im Skript)
Suchen und Sortieren
Bindre Suchbaume

Optimale Suchbdume — Allgemeiner Fall

Es seien k; < --- < k, Schliissel.
Wir suchen k; mit Wahrscheinlichkeit p;.

(Mit W'keit qo wird links von k; gesucht.)

°
°
o Wir suchen zwischen k; und k;;1 mit Wahrscheinlichkeit g;.
°
e (Mit W'keit g, wird rechts von k, gesucht.)

Natiirlich gelte

n n
Z pi + Z g =1
i—1 i=0



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 105, Seite 49 im Skript)
Suchen und Sortieren
Bindre Suchbaume

Optimale Suchbdume — Allgemeiner Fall

Ein optimaler Suchbaum fiir kq, ..., k, gemaB den Zugriffswahrscheinlichkeiten
Pis---,Pnund qo,...,qn ist
@ ein Suchbaum fiir kq,..., k,,

@ und hat eine minimale Anzahl von Vergleichen im Erwartungswert, falls k; mit
Wabhrscheinlichkeit p; und zwischen k; und k;;1 mit Wahrscheinlichkeit g; gesucht
wird.




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 106, Seite 49 im Skript)
SuE T

EVE

public void opt_searchtree(int n, List(K) keys, List(Double) p, List(Double) q) {
double[][] e = new double[n + 2][n + 1];
double[][] w = new double[n + 2]|[n + 1];
int[][] root = new int[n + 2][n + 1];
for(inti=1; i <n+1; i++) wli][i — 1] = e[i][i — 1] = q.get(i — 1);
for(int 1=0; | <n; I+4)
for(inti=1;, i+1<n; i+4) {
e[i][i + 1] = Double. MAX_VALUE;
wlil[i + 1] = wli][i +1 = 1] + p.get(i + 1) + q.get(i + I);
for(intr=1i; r <i+1; r++) {
Double t = e[i][r — 1] + e[r + 1][i + 1] + w]i][i + I];
}if(t <elili+1]) {eli]i+1]=t; root[i]i+=r; }
}

construct_opt_tree(1, n, keys, root);

}




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 107, Seite 51 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

Konstruktion optimaler Suchbaume

void construct_opt_tree(int i, int j, List(K) keys, int[][] root) {
if(j <i) return;
int r = root[i][j];
insert(keys.get(r), null);
construct_opt_tree(i,r — 1, keys, root);
construct_opt_tree(r + 1, j, keys, root);




Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 108, Seite 51 im Skript)
Suchen und Sortieren

Bindre Suchbaume

Konstruktion optimaler Suchbaume

Wir kénnen einen optimalen Suchbaum fiir n Schliissel in O(n®) Schritten konstruieren.




